Complexité et circuits eulériens dans les sommes tensorielles de graphes  by Kreweras, Germain
JOURNAL OF COMBINATORIAL THEORY, Series B 24, 202-212 (1978) 
Complexit et Circuits Eukiens 
dans les Sommes Tensorielles de Graphes* 
GERMAIN KREWERAS 
Uniwrsit& de Paris I, Paris, France 
Communicated by the Managing Editors 
Received June 16, 1975 
The paper starts from two general remarks about the spectra of tensorial 
products and tensorial sums of square matrices. Since some classical results 
about spanning trees and Eulerian circuits may be reformulated in terms of 
eigenvalues of (what is called here) the second associated matrix, the initial re- 
mark about tensorial sums of matrices leads to natural applications to the 
enumeration of spanning trees and Eulerian circuits in tensorial sums (sometimes 
simply called “products”) of graphs. Examples and numerical results are given, 
in particular for the complexity of tensorial sums of chains and/or cycles and 
for the enumeration of the Eulerian circuits of the tensorial sum of two circuits. 
f .  PRODUIT TENSORIEL DE DEUX MATRICES 
Une matrice quelconque A est definie comme application d’un produit 
cartCsien fini S x S’ dans le corps C des complexes. S est l’ensemble des 
lignes, d’element general i; S’ est l’ensemble des colonnes, d’eltment general i’. 
Le terme general de A sera note ai’. 
Une operation classique a partir de deux matrices quelconques A et B, 
de termes gCntraux respectifs 0:’ et bi’, est la multiplication tensorielle. 
Le produit tensorie1 (ou produit de Kronecker) se note 
C=A@B 
et a pour terme general 
(i’,f) 
C(iA 
z a;’ .  b;‘. 
Une propriett importante du produit A x B est donnee par le theoreme 
suivant: 
THEORBME I. Le spectre du produit tensoriel A @ B de deux matrices 
* Le present travail a pu &tre realis grace a l’appui de la sous-commission franco- 
quebecoise de cooperation scientifique et technologique. 
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car&s s’obtient en multipliant de toutes les man&es possibles une valeur 
propre de A par wne valeur propre de B (compte tenu des ordres a’e multiplicite’ 
de ces valeurs propres). 
2. SOMME TENSORIELLE DE DEUX MATRICES 
I et J designant, comme prtddemment, les matrices-unites des formats 
respectifs de A et B, nous dtfinissons la somme tensorielle de deux matrices 
carrtes, et nous notons 
C=A@B 
la matrice car&e 
C = (A@J) +(I@B); 
le signe + est ici celui de l’addition matricielle usuelle. En introduisant les 
indices de Kronecker 8:’ (egaux a 1 si i’ = i et a 0 si i’ # i), le terme general 
de C peut s’ecrire 
(i’.i’) 
C6.j) = a;‘Sf’ + a:‘)$‘. 
La somme tensorielle A @ B possede la propriM indiqute par le thtoreme 
suivant: 
TAORBME II. Le spectre de la somme tensorielle A @ B de deux matrices 
s’obtient en ajoutant de toutes les manihes possibles une valeur propre de A 
et une valeur propre de B (compte tenu des ordres de multiplicite’ de ces valeurs 
propres). 
Les thtorbmes I et II ci-dessus sont mentionnes, avec leurs sources, dans [6]. 
11s peuvent s’etablir aisement par diagonalisation et continuite. 
3. TRANSFORMATION “STAR" 
Pour toute matrice carree A, appelons D(A) la matrice diagonale de meme 
format obtenue en prenant pour terme (i, i) la somme des termes de la 
colonne i de A, et posons 
A, = D(A) - A. 
Notons que A * est toujours une matrice singuliere puisque la somme de ses 
vecteurs-lignes est nulle. 
58zb/q/z-6 
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I1 est aise de s’assurer que 
D(A @ B) = D(A) @ D(B). 
Mais l’on a aussi le theorbme suivant: 
THBOR~ME III. (A @ I?)* = A* @ B, . On a en e&t successivement 
(A @B), = D(A @ B) - (A @ B) 
= D(A) $ D(B) - (A @ B) 
= (D(A) 0 -0 + (10 W)) - (A 0 J> - V 0 B> 
= [(X4 - 4 0 4 + V 0 MB) - @I 
=(A,@J)+(Z@B,)=A,@B,. 
4. DEUXIEME SPECTRE D'UN GRAFHE 
Nous adoptons en principe dans ce qui suit la terminologie et les notations 
relatives aux graphes orient& (cf. [2]). Nous noterons done un graphe 
A = (X, U), X &ant l’ensemble des sommets et U celui des arcs; U est une 
partie donnee du carre cartesien X x X. 
A tout graphe A de m sommets est associee une matrice carree d’ordre 
m, que nous noterons par la m&me lettre A, et dont le terme general a,” est 
Cgal a 1 si (x, y) E U et a 0 dans le cas contraire. Nous nommerons cette 
matrice la “premiere matrice associte,” et nous considererons Cgalement la 
matrice A, , que nous appellerons la “deuxieme matrice associee”. 
La deuxibme matrice associee A* intervient notamment dans les deux 
thtoremes classiques suivants: 
THBOR~ZME IV [4]. Le nombre d’arborescences de racine x qui sont des 
graphes partiels de A est Pgal au mineur du terme diagonal (x, x) dans le 
dkterminant de la deuxitme matrice associe’e A, . 
THBOR~ME V [I, 71. La condition nkessaire et suBsante pour que dans 
un graphe A fortement connexe il existe un circuit eul&ien est qu’en chaque 
sommet x le demi-degre’ extkrieur et le demi-degre’ int&ieur aient la m&me 
valeur d, . S’il en est ainsi 
1”) les mineurs de tous les termes diagonaux de la deuxisme matrice associe’e 
A* ont une m&me valeur A 
29 Le nombre de circuits eule’riens distincts est 
A .Z$(dz - l)! 
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(Ce dernier thtoreme, Ctabli par de Bruijn et Ehrenfest et qui Ctend un 
resultat de Smith et Tutte, est souvent appele en anglais “the BEST theorem”.) 
Le thtoreme IV a une consequence immediate du point de vue spectral. 
I1 entraine en effet que le nombre total d’arborescences qui sont des graphes 
partiels de A est la somme de tous les mineurs diagonaux de sa deuxieme 
matrice associee A, . Or pour toute matrice carrte A4 d’ordre m, la somme 
des m mineurs diagonaux est Cgale a la somme des produits m - 1 a m - 1 
des m valeurs propres: on s’en assure en calculant le terme en h dans le 
polynome caracttristique det(h1 - M). Pour la matrice A * qui est singuliere, 
0 est une valeur propre; si cette valeur propre est simple, la somme des 
mineurs diagonaux est alors Cgale au produit de toutes les valeurs propres 
non nulles de A, (si 0 ttait valeur propre multiple la somme en question 
serait elle-m&me nulle). 
Si l’on est dans les conditions du theoreme V pour un graphe A a m 
sommets, c’est mA qui est Cgal au produit des m - 1 valeurs propres non 
nulles de A * .11 en est notamment ainsi si A = (X, U) satisfait aux conditions 
(x, x) 6 U et [(x, x’) E U 5 (x’, x) E U]; on assimile alors A a un graphe 
non-orient& dont les a&es sont les paires {x, x’} telles que (x, x’) E U. 
Le nombre c(A) d’arbres qui sont graphes partiels d’un tel graphe A est 
appelt la complexite’ de A. Les arborescences &ant m fois plus nombreuses 
que les arbres (puisque sur chaque arbre n’importe lequel de!; )“YE sommets 
peut-&tre pris comme racine d’une arborescence qui emprunte un arc a 
chaque a&e), il resulte de ce qui precede le 
THI?OR&ME VI. La complexite’ c(A) d’un graphe non-orienfe’ connexe A ci m 
sommets est &gale au quotient par m du produit des valeurs propres non m&es 
de son “deuxidme spectre” c’est-d-dire du spectre de sa deuxitme matrice 
associke A* . 
5. &DE DE QUELQUES FAMILLES SIMPLES DE GRAPHES 
Certains des rtsultats present& dans ce 5 equivalent a des rtsultats present& 
avec d’autres notations dans [3]. 
lo) Etoiles 
Une Ctoile est un graphe A de m sommets dont les aretes relient un sommet 
central I a chacun de m - I sommets periphbiques (2, 3,..., m]; le polynome 
caracteristique de A est le determinant d’ordre m 
det(AZ - A,) = E,(X). 
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Le developpement est Cltmentaire et permet de montrer, par recurrence 
sur m, que 
E,(h) = h(h - I)+2 (A - m), 
d’oh le deuxibme spectre: 
i 0 1 m - 1 2 yy1 1 t valeurs ordres de propres 
multiplicite. 
2O) Chaines 
Une chaine est un graphe A de m sommets (1, 2,..., m> dont les a&es relient 
les paires de sommets {x, x + I>; le polynome caracttristique det (Xi - A,) 
est cette fois un polynome C,(A) pour lequel on peut par exemple montrer 
successivement que 
C,(A) = z;(- l)j (2, J. l- j) P-j 
et enfin 
C,(h) = mil (A - 4 sin2 JJ$); 
h=O 
ce qui donne les m valeurs propres simples 
! 0, 4 sin2 &, 4 sin2 & ,..., 4 sin2 (m - 1)7r ) 2m . 
3O) Cycles 
Un cycle ne differe d’une chaine que par une a&e supplementaire reliant 
le sommet 1 au sommet 112. 
Le polynome caracteristique O,(X) de la matrice A, correspondante est le 
determinant “circulant” d’ordre nz qui a pour premiere ligne 
h - 2 1 0 0 ... 0 1, 
la methode usuelle de calcul des determinants circulants permet d’ttablir que 
O,(h) = mfl (A - 4 sin2 +), 
h=O 
m = 2p 
m=2p+ 
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d’oh le (deuxieme) spectre, suivant que m est pair ou impair: 
\ 1 1 2 




i 0 4 4 sin -$- 4 sin2 g . . . 4 2 sin2 (P - 2$ 1) 7r i 2 
2?7 
T 4 sin2 __- + 1 
. . . P" 
2p 4 sin? + 1 2p 
2 2 
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4O) Graphes complets 
Un graphe A dont n’importe quelle paire de sommets est reliee par une 
arete a lui aussi pour deuxieme polynome caracteristique un determinant 
circulant d’ordre m, avec cette fois pour premiere ligne 
X-m+1 1 1 ... 1; 




t valeurs propres 
1 m-l t ordres de multiplicitt 
Le theorbme IV exprime dans ce cas le rbultat, bien connu, de Cayley: 
sur un ensemble de m sommets on peut construire rnme2 arbres. 
6. SOMMES TENSORIELLES DE GRAPHES 
Ces sommes ont Cte considerees par divers auteurs, parfois sous d’autres 
noms (par exemple dans [S] sous le nom de “prod&“). Si deux graphes A et B 
sont saris boucles, la somme tensorielle A @ B de leurs matrices associees est 
elle-meme la matrice associee dun graphe, et c’est ce graphe que nous 
definirons comme la somme tensorielle A 0 B des deux graphes A et B. 
Si A = (X, U) et B = (Y, V), cela revient a dire que A 0 B = (X x Y, W), 
avec ((x, x’), (y, u’)) E W si et seulement si ou bien y = y’ et (x, x’) E U, 
ou bien x = x’ et (v, JJ’) E Y. 
A partir des familles analysees prCctdemment,une grande variete de graphes 
particuliers peuvent etre construits par addition tensorielle. Nous n’etudierons 
ici que quelques exemples parmi les plus simples. 
1”) Graphes de’doubl&s 
Le graphe dedouble d’un graphe non orient6 (X, U) s’obtient en 
considtrant deux graphes (X1 , U,) et (X2 , UJ tous .deux isomorphes a 
(X, U) et a sommets disjoints, en prenant pour ensemble de sornmets X1 u X2 
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et pour ensemble d’aretes l’union de U, U Or, et de l’ensemble des paires de 
sommets isomorphes de X, et X, . C’est aussi, de maniere equivalente, la 
somme tensorielle de (X, U) et d’une chaine de 2 sommets, qui est aussi une 
etoile ou un graphe complet de 2 sommets, et dont le deuxieme spectre se 
reduit aux deux valeurs propres simples 0 et 2. 
Si le deuxieme spectre de (X, U) est donne par l’equation 
Pm(A) = h(h - A,) “. (A - A,-,) = 0, 
il resulte des theoremes II, III et VI que la complexite du graphe dedouble est 
Cgale au quotient par 2m du produit 
/l,h, '.' A,-, . 2(h, + 2) (A, i- 2) ... (A,-, + 2), 
c’est-a-dire au produit de la complexit de (X, U) par (A, + 2)(A, + 2) *.. 
(h,-l + 2); cette dernibre expression est la valeur prise par le polynijme 
P(h)/h pour h = -2, multipliee par (-1),-l. On calcule rapidement ainsi, 
a partir des polynomes determines precedemment, les complexitts suivantes: 
Ctoile dedoublee 
(graphe des “bords de page” 
d’un cahier de m - 1 feuillets): (m + 2) 3"-2 
chaine dedoublee 
(alignement de m - 1 carres): 
(2 + 31/y - (2 - 31/y 
2(3)1/2 
cycle dedouble 
(prisme a bases m-gonales): 
m 
i 
(2 + 3112)" + (2 - 31/y 
2 
graphe complet dedouble: m”-ym + 2y-1 
Les premieres valeurs numeriques correspondantes sont: 
J?l=l 2 3 4 5 6 7 
Ctoile dedoublee 1 4 15 54 189 648 2187 7290 
chaine dtdoublee 1 4 15 56 209 780 2911 10864 
cycle dCdoubIC (1) (12) 75 384 1805 8100 35287 150528 
- - 1) 
8 
gr. complet dedouble 1 4 75 3456 300125 
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Mentionnons tgalement la suite des graphes 
G,G,G, ..* G, ... 
qui commence par le graphe G, d’un seul sommet et dont chacun est un 
dedoublement du precedent. G, est la somme tensorielle de r graphes iso- 
morphes a G, ; c’est le graphe form6 par les 2? sommets et les Y * 2+l aretes 
dun hypercube a r dimensions. Comme G, a 0 et 2 comme seules valeurs 
propres (simples), G, a pour spectre 
i 02 4 6 . . . 2k .,. 2,. i c valeurs propres 
1 r (2’) (;) *.. (;I) .*a 1 t ordres de multipliciti: 
Le quotient par 2’ du produit des valeurs propres non nulles peut s’ecrire 
ce qui donne numeriquement 
r=2 3 4 
c(G?) = 4 384 42467328 
2O) Quadrillage planaire 
Un quadrillage planaire m x n est la somme tensorielle de deux chaines 
ayant respectivement m et n sommets. On peut le reprtsenter par un rectangle 
decoupe en (m - l)(n - 1) car&. Toujours par suite des theoremes II, III 
et VI, sa complexite est Cgale au produit 
JJ-, (4 sin2 -&+ + 4 sin2 gj. 
l&&l 
Cette expression ne se p&e a un calcul numerique rapide que pour les 
valeurs assez petites de m et de ~1, qui correspondent 8. des sous-multiples 
de 7r dont les sinus sont bien connus. Pour les valeurs plus grandes, on peut 
conduire le calcul en nombres entiers en se servant du fait que le produit 
partiel pour k constant s’exprime aisement & l’aide de la valeur prise par 
C,(A) pour X = -4 sin2(kn/2n), ce qui revient au calcul du resultant des 
deux polynomes C,(A) et C,(A). Nous n’explicitons pas ici le calcul complet 
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et donnons simplement les quelques premikres valeurs numkiques de la 
complexitt 







lZ=l 2 3 4 5 6 7 
1 1 1 1 111 
1 4 15 56 209 780 
1 15 192 2415 30305 
1 56 2415 100352 
1 209 30305 
1 780 
1 
3O) Quadrillage cylindrique 
Un quadrillage cylindrique nz x n est la somme tensorielle d’un cycle 
de m sommets et d’une chaPne de n sommets. Sa complexit& n’est plus 
symttrique en m et n; elle est &gale A 
m l,hgp, (4 sin2 + + 4 sin” $j 
l-,k&-1 
Les valeurs numkriques deviennent rapidement trbs grandes: 
In=2 3 4 5 
m=3 75 1728 39675 910803 
4 384 31500 2558976 
5 1805 218405 
6 8100 
4O) Quadrillage torique 
11 s’agit cette fois de la somme tensorielle de deux cycles ayant respective- 
ment m et n sommets. La complexitt est de nouveau symttrique en m et n, 
mais B croissance encore plus rapide. La complexitk, donnCe pour m et n 
quelconques par 
inn lo-, (4 sin2 + + 4 sin2 +j 
l;k&l 
est dkjja Cgale B 20.664 pour In = n = 3, et 8. 367.500 pour m = 3 et n = 4. 
Pour m = n = 4, on retrouve la m&me valeur que pour l’hypercube B 
4 dimensions (42 467 328), auquel ce quadrillage torique est isomorphe. 
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7. CIRCUITS EUL~RIENS DANS LA SOMME TENSORIELLE DE DEUX CIRCUITS 
Une utilisation specialement interessante des theoremes II et III, combines 
avec le “Best theorem” (thtorbme IV), consiste & appliquer celui-ci a la 
somme tensorielle non plus de deux cycles, mais de deux circuits. II s’agit 
encore, si I’on veut, d’un quadrillage torique, mais avec obligation de par- 
courir les arcs dans le sens impose. 
Les demi-degres des my1 sommets &ant tous tgaux a 2, le nombre de 
circuits eultriens sera simplement Cgal a A, c’est-a-dire au quotient par my1 
du produit des my1 - 1 valeurs propres non nulles de la deuxieme matrice 
associee. Or pour un simple circuit de m sommets, le polynome caracteristique 
de la deuxieme matrice associte est le determinant circulant d’ordre m 
IA- 1 1 0 . . . O i 
h-l 1 ..* 0 I 
1: 0 X-l ... 0 
1 1 0 “‘0 X-l 
m-1 m-1 
=fl(h-1 + efihn179 = h n (,j - 1 + ,@a/m). 
h=O h=l 
Le deuxibme spectre est done forme, pour cette chaine, des m valeurs 
simples 
1 _ e2ihs/m h E (0, 1, 2 ?iz - )...) 11, 
dont la premiere (h = 0) est nulle et dont les autres ont pour produit m. 
Pour la somme tensorielle des deux chaines, le nombre de circuits eultriens 
est done finalement, par suite du theoreme II, 
E(m, n) = n (2 - @ha/m - @7Gnln). 
l<h<m-1 
1<k<n-1 
Le calcul se conduit aisement en entiers reels grace 8. des determinants 
circulants. On forme ainsi le tableau numerique ci-dessous: 
E(m, n) ’ 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 1 1 1 1 1 1 I 1 
2 1 4 13 40 121 364 1093 
3 1 13 108 793 5611 39312 
4 1 40 793 12800 193721 
5 1 121 5611 193721 
6 1 364 39312 
ii I : 1o93 
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